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Введение

   Настоящая работа даёт учащимся новый подход ко многим преобразованиям в математике, физике, которые стандартным путём трудно разрешимы или разрешимы, но громоздкими способами. Рассмотренные подходы нестандартного характера для ученика покажутся новыми и необыкновенными, что расширит их кругозор и повысит интерес к производной.

Смысл производной
Геометрический смысл производной: производная функции в точке x0 равна угловому коэффициенту касательной к графику функции, проведенной в точке с абсциссой x0.
Физический смысл производной: производная функции y = f(x) в точке x0 - это скорость изменения функции f (х) в точке x0
Экономический смысл производной: производная выступает как интенсивность изменения некоторого экономического объекта (процесса) по времени или относительно другого исследуемого фактора.
Производная находит широкое приложение в физике для нахождения скорости по известной функции координаты от времени, ускорения по известной функции скорости от времени; для нахождения наибольших и наименьших величин.
Знание производной позволяет решать многочисленные задачи по экономической теории, физике, алгебре и геометрии.

Задача определения скорости прямолинейного неравномерного движения была впервые решена Ньютоном. Функцию он назвал флюэнтой, т.е. текущей величиной, производную же – флюксией. Ньютон пришел к понятию производной, исходя из вопросов механики. Предполагают, что Ньютон открыл свой метод флюксий ещё в середине 60-х годов XVII в.
Го́тфрид Ви́льгельм Ле́йбниц: «Что мыслимо – то возможно, что возможно – то мыслимо». Создатель Берлинской академии наук. Основоположник дифференциального исчисления, ввѐл большую часть современной символики математического анализа. Лейбниц пришѐл к понятию производной, решая задачу проведения касательной к производной линии, объяснив этим ее геометрический смысл.
Жозе́ф Луи́ Лагра́нж в 19 лет он стал профессором в Артиллерийской школе Турина. Именно Лагранж в 1791 г. ввёл термин «производная», ему же мы обязаны и современным обозначением производной (с помощью штриха). Термин «вторая производная» и обозначение (два штриха) также ввёл Лангранж.
***
   Межпредметные связи являются дидактическим условием и средством глубокого и всестороннего усвоения основ наук в школе.
Кроме того, они способствуют повышению научного уровня знаний учащихся, развитию логического мышления и их творческих способностей. Реализация межпредметных связей устраняет дублирование в изучении материала, экономит время и создаёт благоприятные условия для формирования общеучебных умений и навыков учащихся.
Установление межпредметных связей в курсе физики повышает эффективность политехнической и практической направленности обучения.
В преподавании математики очень важна мотивационная сторона. Математическая задача воспринимается учащимися лучше, если она возникает как бы у них на глазах, формулируется после рассмотрения каких-то физических явлений или технических проблем.

   Сколько бы ни говорил учитель о роли практики в прогрессе математики и о значении математики для изучения физики, развития техники, но если он не показывает, как физика влияет на развитие математики и как математика помогает практике в решении её проблем, то развитию материалистического мировоззрения будет нанесен серьёзный ущерб. Но для того, чтобы показать, как математика помогает в решении её проблем, нужны задачи, не придуманные в методических целях, а возникающие на самом деле в различных областях практической деятельности человека.
Рассматривая подобные задачи, можно получить аналогичные выводы по многим физическим процессам. Некоторые из них приведены в таблице:
	Функция
	Формула
	Вывод

	m(t) – зависимость массы расходуемого горючего от времени.
	m/(t) = v(t)
	Производная массы по времени есть скорость расхода горючего.

	T(t) – зависимость температуры нагреваемого тела от времени.
	T/(t) = v(t)
	Производная температуры по времени есть скорость нагрева тела.

	m(t) – зависимость массы при распаде радиоактивного вещества от времени.
	m/(t) = u(t)
	Производная массы радиоактивного вещества по времени есть скорость радиоактивного распада.

	q(t) – зависимость количества электричества, протекающего через проводник, от времени
	q/(t) = I(t)
	Производная количества электричества по времени есть сила тока.

	A(t) – зависимость работы от времени
	A/(t) = N(t)
	Производная работы по времени есть мощность.



Подборка задач соответствует основным темам школьного курса физики, где можно использовать элемент математического анализа – производную:
– «Кинематика»: если изменение координаты задано уравнением вида x = x(t), то производная первого порядка от координаты по времени есть скорость, т.е.  [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg](t) = x'(t), а производная второго порядка от координаты по времени, или производная первого порядка от скорости по времени, есть ускорение, т.е.      a(t) = x"(t) = [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg]' (t);
– «Импульс»: при определении импульса по формуле p = m[image: https://fiz.1sept.ru/2008/14/v.jpg] он определяется по скорости тела как производной от координаты по времени.
– «Механические колебания»: энергетический подход (метод производной) позволяет вывести дифференциальные уравнения второго порядка, описывающие процессы в математическом и пружинном маятниках, затем получить формулы для периодов колебаний, а также рассчитать период колебаний сложных колебательных систем;
– «Термодинамика»: использование производной позволяет решать задачи на нахождение экстремальных значений параметров в циклах идеального газа;
– «Электромагнитная индукция»: производная от магнитного потока по времени, взятая с противоположным знаком (по правилу Ленца), позволяет определить мгновенное значение ЭДС, индуцируемой в замкнутом проводящем контуре: і = –Ф' (t);
– «Постоянный ток»: производная позволяет определить величину внешнего сопротивления в цепи постоянного тока, при которой полезная мощность принимает максимальное значение;
– «Электромагнитные колебания»: энергетический подход (метод производной) позволяет вывести дифференциальное уравнение второго порядка, описывающее процессы в идеальном колебательном контуре, а затем получить формулу Томсона;
– «Цепи переменного тока»: производная позволяет установить разность фаз между колебаниями электрического заряда на обкладках конденсатора и силы тока в цепи с ёмкостным сопротивлением;
– «Геометрическая оптика»: используя принцип Ферма, можно вывести закон преломления света.
Рассмотрим некоторые задачи.
[1] Дан закон движения тела массой 1 кг: x = 2 – 3t - t 2 . Определите его импульс в момент времени 2 с.
	Традиционный способ решения
	С использованием производной

	x (t) = x0 + v0 t + at2 /2 = 2 – 3t – t2 
x0 = 2 м/с;  v0 = -3 м/с; 
at2 /2 = - t2а/2 = - 1а = - 2 м/с2 ;
v = v0 + at = -3 + 2 · (- 2) = -7 м/с;
 v(2c) = -3 – 2 · 2 = -7 м/с;
 p = 1 · 7 = 7 кг· м/с

	p = mv, v = x′ = (2 – 3t - t 2 )′ = - 3 - 2t м/с ;
v(2c) = -3 – 2 · 2 = -7 м/с;
 p = 1 · 7 = 7 кг ·м/с



[2] Движение материальной точки описывается уравнениями: x =10 cos 3t, y =10 sin 3t.
[x] = [см], [y] = [см], [ω ] = [c–1]. Определите скорость, ускорение и траекторию точки.
Решение:
– Скорость:  ν2 =  νx2 + νy2. Используя механический смысл производной, после преобразований получаем ν = 30 см/с.
– Ускорение: a2 = ax2 + ay2. Используя механический смысл производной, 
после преобразований получаем a = 90 см/с2.
– Траектория: уравнение траектории движущейся точки определяется 
зависимостью: y = f(x), т.е. позволяет исключить переменную t. Целесообразно обе части исходных уравнений движения материальной точки возвести в квадрат,а затем сложить. Используяосновное  тригонометрическое тождество
 cos2  + sin2  = 1, после преобразований получаем x2 + y2 = 100, что соответствует уравнению окружности радиусом 10 см с центром в точке с координатами (0;0)

[3] Небольшое тело соскальзывает без начальной скорости с вершины гладкой горки высотой H, имеющей горизонтальный трамплин высотой h. При какой высоте h тело пролетит наибольшее расстояние s по горизонтали? Чему равно это расстояние? 
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-01.gif]
Решение:

Связываем нулевой уровень с поверхностью Земли, используем закон сохранения механической энергии: mgH = mgh + m[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg]2/2. С момента отрыва тела от трамплина используем кинематические уравнения движения тела, брошенного горизонтально:
h = gt2/2 – по вертикали;
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg] = s/t – по горизонтали, т.к. gx = 0.
Время падения по вертикали совпадает со временем движения тела по горизонтали. В итоге получаем выражение для скорости в момент отрыва тела от трамплина: [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-02.gif] – которое подставляем в выражение для закона 

сохранения энергии. После преобразования получаем зависимость [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-03.gif]
Далее исследуем полученную зависимость, находим производную по переменной h и приравниваем её к нулю (s'h = 0):
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-04.gif]
т.е. расстояние s будет наибольшим при h = H/2, когда производная обращается в нуль: 4H – 8h = 0.
Подставляя полученное выражение для высоты трамплина h = H/2 в формулу для s, получаем s = H.
[4] Движение материальной точки в единицах СИ описывается уравнением x = 5 – 8t + 4t2. Приняв массу точки равной 2 кг, найдите её импульс через 2 с и через 4 с от начала отсчёта времени, а также силу, вызвавшую это изменение импульса.
Решение
Уравнение скорости с учётом механического смысла производной имеет вид: [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg] = –8 + 8t. Тогда импульс через 2 с от начала отсчёта времени:  
p2 = 16 кг · м/с, а импульс через 4 с: p4 = 48 кг · м/с.
Сила, которая вызывает это изменение импульса, определяется с учётом второго закона Ньютона в импульсной форме: F = (p4 – p2)/t, где t = 2 с. Численно получаем: F = 16 Н.

[5] Материальная точка массой m движется вдоль оси X по закону x = A sin[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/omega.jpg]t, где A, ω – некоторые постоянные, t – время. Определите модуль изменения импульса материальной точки с момента времени t = t1 до момента времени    
t = t2.

Решение:
По механическому смыслу производной скорость определяется выражением: [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg] =Aωcosωt. Тогда модуль изменения импульса определяется выражением:
p = mAω|cosωt2 – cosωt1|.

[6] Тело, подвешенное на пружине, совершает свободные гармонические колебания частотой ω. С какой частотой происходит изменение кинетической энергии тела?

Решение:
Пусть координата тела изменяется по закону x = x0sinωt. Используя механический смысл производной, находим закон изменения скорости: [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg] = x' = x0ωcosωt. Тогда кинетическая энергия тела Wk = m[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/v.jpg]2/2 = (mx02ω2cos2ωt)/2. С учётом тригонометрического тождества cos2ωt = (1 +
+ cos2ωt)/2, получаем:
Wk = mx02ω2(1 + cos2ωt)/4,
следовательно, изменение кинетической энергии колеблющегося тела происходит с частотой 2ω.
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-05.gif][7] Брусок подвешен за края к потолку на двух одинаковых пружинах жёсткостью k каждая и притянут к полу пружиной жёсткостью 2k. Масса бруска m. Определите период колебаний бруска. 
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-06.gif]Решение:

Важно отметить, что сила тяжести, действующая на брусок, постоянна, поэтому на период колебаний не влияет. Для доказательства рассмотрим груз, подвешенный на вертикальной пружине. В положении равновесия справедливо равенство: mg = kx0. В процессе колебаний, для произвольного момента времени (например, при дополнительном растяжении на величину x) второй закон Ньютона в скалярной форме имеет вид: –k(x0 + x) + mg = mx".
После преобразований получаем уравнение, в котором исключена сила тяжести: –kx = mx". Далее приходим к дифференциальному уравнению второго порядка, описывающему колебания пружинного маятника с вертикальной пружиной:
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-07.gif]
Полученный результат показывает, что постоянная сила тяжести не влияет на период колебаний.
С учётом закона сохранения механической энергии в любой момент времени Wk + Wупр = const, т.е.
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-08.gif]
Далее находим производную от обеих частей:
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-09.gif]

[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-10.gif][8] Состояния идеального газа в количестве ν =1 моль  
в ходе некоторого процесса изображаются точками, лежащими на отрезке прямой AB: VA = 0, pA = p0;  
VB = V0, pB = 0. Найдите зависимость температуры газа от объёма и определите максимальную температуру газа в ходе такого процесса. 


Решение:
В соответствии с графиком составляем уравнение прямой: y = –kx + b,                             где y = p, x = V, b = p0;
 [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-11.gif]
Заменяя переменные, получаем: 
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-12.gif]
Зная уравнения Клапейрона–Менделеева pV = νRT, находим зависимость температуры идеального газа от объёма:
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-13.gif]
Находим производную и приравниваем её нулю:
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-14.gif]
Решая последнее уравнение, получаем, что температура максимальна при V = V0/2. Подставляя это значение в выражение для температуры, после преобразований получаем 
 [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-15.gif]
[9] Рамка площадью S = 100 см2 расположена перпендикулярно однородному магнитному полю, индукция которого изменяется по закону B = ct3 – at2, где c = 1 Тл/с2, t – время в секундах, a = 3 Тл/с3. Сопротивление рамки 
R = 10–2 Ом. В какой момент времени индукционный ток максимален? Чему он равен?

Решение:
Найдём зависимость индукционного тока от времени: Ii = і/R, где і= –Фt' =       –(BScosα)t' =–SBt' =–S(ct3 – at2)t' =–S(3ct2 –2at),т.е.
Ii = –S(3ct2 – 2at)/R.
Исследуем полученную зависимость, т.е. найдём производную и приравняем её нулю:
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-17.gif]
При [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-18.gif] индукционный ток принимает максимальное значение: [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-19.gif]
Находим числовые значения: t = 1 с, Ii max = 3 А.
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-20.gif]
[10] В цепи, представленной на рисунке, L1 = 0,02 Гн, L2 = 0,01 Гн. Силы токов изменяются во времени по законам: I1 = 0,2 + 10t, I2 = 0,1 + 10t. Найдите сопротивление R. Величины токов заданы в СИ. 
Решение:
При параллельном соединении участков цепи:
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-21.gif]
Следовательно:
 [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-22.gif]
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-16.gif][11] Проводящий контур площадью S = 400 см2, в который включён конденсатор ёмкостью C = 10 мкФ, расположен в однородном магнитном поле перпендикулярно линиям индукции. Магнитная индукция возрастает по законуB =(2+5t)10–2 Тл, где t – время в секундах. 
Определите энергию электрического поля конденсатора. Укажите, какая обкладка конденсатора заряжается положительно. 

Решение:
Изменение магнитной индукции приводит к появлению в цепи электрического тока (между обкладками конденсатора – диэлектрик), конденсатор начнёт заряжаться, следовательно, между его обкладками возникнет электрическое поле энергией W = CU2/2 = Cі2/2, гдеі = –Фt' = –(BScosα)t' – ЭДС, наводимая между обкладками конденсатора. Площадь контура постоянна, α = B^n = 0° (по условию),cos 0° = 1, поэтому:
і= –S · Bt' = –4 · 10–2 · 5 · 10–2 = –2 · 10–3 (В).
Подставляя найденное значение в выражение для энергии электрического поля заряженного конденсатора, получаем W = 20 · 10–12 Дж.
Чтобы определить, какая из обкладок конденсатора зарядится положительно, используем правило Ленца: т.к., по условию задачи, величина магнитной индукции увеличивается, то вектор магнитной индукции внешнего магнитного поля B направлен противоположно вектору магнитной индукции магнитного поля Bi наведённого в контуре тока. Зная направление Bi и правило правой руки (правого винта), определяем направление индукционного тока: против часовой стрелки. Поскольку за направление электрического тока принимают упорядоченное движение положительно заряженных частиц, то приходим к выводу, что нижняя обкладка конденсатора заряжается положительно.

[12] На каком расстоянии dmin надо поместить предмет от собирающей линзы с фокусным расстоянием F, чтобы расстояние от предмета до его действительного изображения было наименьшим?

[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-24.gif]Решение:
Выполним рисунок. Используем формулу тонкой линзы с учётом правила знаков: [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-23.gif] из которой выразим расстояние от оптического центра собирающей линзы до предмета: [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-25.gif]
Расстояние от предмета до его действительного изображения [image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-26.gif] Исследуем последнее выражение, для чего найдём производную от s по d и приравняем её нулю:
[image: https://fiz.1sept.ru/2008/12/01-27.gif]
Из равенства d2 – 2dF = 0 следует dmin = 2F. При этом значении d расстояние от предмета до его действительного изображения будет наименьшим: smin = 4 F.
Заключение

   Можно указать еще много задач из техники, для решения которых также необходимо отыскивать скорость изменения соответствующей функции.
Например, отыскание угловой скорости вращающегося тела, линейный коэффициент расширения тел при нагревании, скорость химической реакции в данный момент времени.

   Ввиду обилия задач, приводящих к вычислению скорости изменения функции или, иначе, к вычислению предела отношения приращения функции к приращению аргумента, когда последнее стремится к нулю, оказалось необходимым выделить такой предел для произвольной функции и изучить его основные свойства. Этот предел и назвали производной функции.
   Итак, на ряде примеров мы показали, как различные физические процессы описываются с помощью математических задач, каким образом анализ решений позволяет делать выводы и предсказания о ходе процессов.
Конечно, число примеров такого рода огромно, и довольно большая часть из них вполне доступна интересующимся учащимся.

“Музыка может возвышать или умиротворять душу,
Живопись – радовать глаз,
Поэзия – пробуждать чувства,
Философия – удовлетворять потребности разума,
Инженерное дело – совершенствовать материальную сторону жизни людей,
А математика способна достичь всех этих целей”.
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